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1 Einleitung

Die lineare Regression nach der Methode der klein-
sten Quadrate, d.h. die Bestimmung der Koeffizienten
eines Polynoms ersten Grades, das eine Menge von Zah-
lenpaaren optimal reprasentiert, ist allgemein bekannt
und wird auch von technisch-wissenschaftlichen
Taschenrechnern unterstiitzt. Im physikalischen
Unterricht trifft man aber haufig auf die Proportionalitat.
Es wire schon, wenn man die Proportionalitatskonstante
mit einer Ausgleichsrechnung direkt bestimmen konnte.
Eine lineare Regression liefert ja stets Steigung und
Ordinatenabschnitt, die Steigung alleine kann also
bestenfalls als Naherung fur die
Proportionalitatskonstante angesehen werden. Es ist
wenig bekannt, dass sich die Proportionalitatskonstante
leicht exakt berechnen lasst. Die meisten technisch wis-
senschaftlichen Taschenrechner, mit denen sich lineare
Regressionen durchfuhren lassen, berechnen dabei auch
die Grossen, welche zur Bestimmung der Proportionali-
tatskonstanten benotigt werden.

In der einschlagigen Literatur [1, 2, 3] werden die
Regressionskoeffizienten mit Hilfe der Differentialrech-
nung bestimmt. Im Falle der einparametrigen Proportio-
nalitiat genuigen aber Kenntnisse der quadratischen Funk-
tionen, so dass die Schlussformel sogar in einem Kurs der
gymnasialen Mittelstufe bewiesen werden kann.

2 Theorie

Gegeben seien die Zahlenpaare (X, y;), 1 = 1 ... n.
Gesucht sei jene Proportionalitiat yI@ mx, welche nach der
Methode der kleinsten Quadrate am besten zu diesen
Punkten passt, d.h. bei der die Summe der Quadrate der
Residuen r = 2 (mx; - yi)2 minimal wird. Hier und im
folgenden laufen die Summen uber die Indicesi=1 ... n.
Durch Umformung erhélt man:

r=Ex)m’ - Ay + (EF;)

Der letzte Ausdruck ist eine quadratische Funktion in m.
Von einer quadratischen Funktion r = am2 + bm + ¢, a3
0, wissen wir, dass sie das Minimum an der Stelle m =
-b/2a haben muss, denn dort liegt in einer graphischen
Darstellung der Scheitel der Parabel. Man erhalt:
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Mit einem analogen algebraischen Verfahren lasst sich
zeigen, dass das arithmetische Mittel x,; eine Menge von
Werten x;,1=1, .., n, optimal reprasentiert, und dass der
Datenschwerpunkt (xy; , yy) den kleinsten quadratischen
Abstand zu einer Menge von Wertepaaren (X;, y;) hat. Ei-
ne Regressionsgerade verlauft durch den Datenschwer-
punkt und genuigt somit der Beziehung y-yy = m(x-xy).
Mit der Substitution x' = x-x,; und y' = y-y, erhalt man
y' = mx', also eine Proportionalitit. Man konnte so im
Prinzip die bekannten Regressionsformeln herleiten, ohne
auf die Differentialrechnung zuriickzugreifen.

Wir benotigen eine Grosse, mit der wir die Qualitat der
Anpassung bewerten konnen. Bei der linearen Regression
verwendet man den Korrelationskoeffizienten [4]:
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Bei der Proportionalitat tritt der Nullpunkt an die Stelle
des Datenschwerpunkts. Man erhalt dann folgendes:
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Diese Grosse nimmt Werte zwischen -1 und +1 an. Sie ist
bereits fur ein einzelnes Zahlenpaar (verschieden vom
Nullpunkt) definiert, was anschaulich auch klar ist, denn
mit einem Zahlenpaar ist eine Proportionalitat bereits ein-
deutig festgelegt.
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3 Rechenbeispiele

3.1 Gegeben seien die sechs Zahlenpaare (1,1), (2,2),
3,3), (4,4), (1,0) und (4,5). Eine lineare Regression lie-
fert die Steigung 1.316, Ordinatenabschnitt -0.789 und
Korrelationskoeffizient 0.969. Weiter erhalt man = x; "
47,23, = 55 und 2@,y,3 50. Damit erhilt man fur die
Proportionalititskonstante m = 1.064 und fur den Korre-
lationskoeffizienten C = 0.983.

3.2 Gegeben seien die zwei Zahlenpaare (1,2) und (2,1).
Die Werte sind so konstruiert, dass sich ein grosser Un-
terschied bei der Regression einer linearen Funktion und
einer Proportionalitat ergibt. Eine lineare Regression lie-
fert die Regressionsgerade y = -x+3 mit
Korrelationskoeffizient K = -1. Weiter erhalt man 2 xiZE
332 = 5 und ZCky; = 4. Damit ergibt sich die
Proportionalitatskonstante m = 0.8 und nicht 1, wie ich
naiverweise zuerst erwartet hatte! Ein zweiter Blick zeigt
aber sehr schnell, dass obige Losung die Summe der
Quadrate der vertikalen Abstande tatsachlich minimiert.
Der Korrelationskoeffizient C ist ebenfalls 0.8.

3.3 Man habe sehr viele (n & o0) Zahlenpaare. Die x-



und y-Werte seien auf [0,1] gleichverteilt und statistisch
unabhédngig voneinander. In einer graphischen Darstel-
lung wurden die Punkte das Einheitsquadrat dicht ausful-
len. Man erhilt in diesem Fall 2O, = 20 = n/2, 20, =
3§, =n/3 und Z@,y; = n/4. Fur die lineare Funktion er-
gibt sich Steigung 0, Ordinatenabschnitt 1/2 und Korrela-
tion 0. Fur die Proportionalitat erhdlt man Proportionali-
tatskonstante 3/4 und Korrelation 3/4. Warum ist diese
Korrelation so hoch? Nimmt man jene Punkte, die durch
eine Punktspiegelung der obigen Wertepaare am Null-
punkt entstehen, noch hinzu, so wird ein linearer Zusam-
menhang augenfallig. Auf die Regression einer Proporti-
onalitat hat dies keinen Einfluss, wohl aber auf eine line-
are Regression. Der Datenschwerpunkt wird in den Null-
punkt verlegt, und man erhalt dieselben Werte wie bei
der Proportionalitit. Dies stellt eine Alternative zur
Berechnung der Proportionalititskonstanten dar: Man
nehme zu den gegebenen Daten (x;, y;), 1 =1, .. , n, noch
die Paare (-x;, -yj), 1 =1, .., n, hinzu und fuhre dann eine
lineare Regression durch.

4 Anwendungsbeispiele

4.1 Ohmsches Gesetz

Folgende Strom-Spannungs-Wertepaare (Tab. 1) wurden
an einem Widerstand, der nominell 6802 aufweisen
sollte, mit zwei Digitalmultimetern gemessen:

ImA] 1.5 40 68 114 179 233 283

U [V] |1.00 273 4.59 7.65 12.05 15.75 19.20
Tabelle 1: I-U-Werte eines Widerstands

Fihrt man mit dem Taschenrechner eine lineare Regressi-
on durch, so erhalt man folgende, noch nicht korrekt ge-
rundete Werte: Steigung 677.414R und Ordinatenab-
schnitt -0.023570V. Weiter liefert der Rechner folgende
Grossen: XU = 849.9490¥ %, 2MU = 1256.87MA-V und
SIT = 1858.64EhA . Daraus lasst sich die Proportionali-
tatskonstante R = (SMU)/(ZMP) = 676.23 102 berechnen
(Fig. 1). Wie man sieht, unterscheiden sich die zwei Wi-
derstandswerte nur geringfugig. Ist dieser Unterschied si-
gnifikant? Ein kurzer Blick auf die Messwerte, die etwa
drei wesentliche Ziffern aufweisen, zeigt, dass der Unter-
schied nicht signifikant sein kann. Entsprechend ist es
vernunftig, den Widerstandswert mit 6762 anzugeben,
das ist 0.59% unter dem Nominalwert. Berechnet man
die Korrelationen, so erhalt man K = 0.999982 bei der
linearen Regression und C = 0.999991 im Fall der Pro-
portionalitat. Im Rahmen der Messgenauigkeit haben bei-
de Korrelationen die Grosse 1.00.
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Fig. 1: Darstellung der Messwerte aus Tabelle 1 zusam-
men mit der optimalen Proportionalitt.

4.2 Brechungsgesetz

Von einer planparallelen Glasplatte mochte man gerne
die Brechzahl bestimmen. Dazu misst man Paare von
Einfallswinkeln (oty, in Luft) und Brechungswinkeln (o,
in Glas). Wir machen das so, dass wir durch eine Glas-
platte von 5[dm Dicke hindurchschauen, die Strahlen-
gange auf einem Reissbrett mit Nadeln abstecken und
anschliessend mit einem Geodreieck ausmessen. Die
Messwerte sind in Tabelle 2 wiedergegeben.

ap A ap o
[°] [°] [°] [°]
78 40.5 77.5 |39
68.5 |37 67.5 |37
51 30 595 |34
40 24 31 20
15,5 |10 19 11.5

Tab. 2: Einfalls- und Brechungswinkel an einer ebenen
Grenzflache Luft/Glas, gegen die Normale gemessen

Will man nun die Brechzahl bestimmen, so muss man auf
das Brechungsgesetz zuruickgreifen, welches in unserem
Fall sinoy = n-sinoy lautet, wobei n die relative Brech-
zahl von Glas gegen Luft fur sichtbares Licht ist. Durch
die Substitution x = sinoyp und y = sino; erhélt man die
Proportionalitat y = n-x. Die Berechnung der optimalen
Proportionalitatskonstanten liefert n = 1.540, wahrend-
dem eine gewohnliche lineare Regression eine Steigung
von 1.516 und einen Ordinatenabschnitt von 0.0131 lie-
fert. Die Proportionalitat ist in Figur 2 dargestellt. Die
Korrelationen sind K = 0.99911 im linearen Fall und C =
0.99988 fur die Proportionalitit.
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Fig. 2: Messwerte von Tabelle 2 zusammen mit der opti-
malen Proportionalitat. (o;: Einfallswinkel in Luft, oy:

Brechungswinkel im Glas)

4.3 Temperaturabhingigkeit des spezifischen elektri-
schen Widerstandes p von Wolfram
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Figur 3: Spezifischer elektrischer Widerstand p von
Wolfram aufgetragen gegen die absolute Temperatur T.
Die Daten wurden [5] entnommen. Ebenfalls eingezeich-
net sind zwei Regressionslinien mit den Gleichungen p2
mT und p = aT+b.

Eine Ausgleichsrechnung liefert die Proportionalitatskon-
stante m = 3.012:10"°@-mK ! und die Korrelation C =
0.9981. Bei einer linearen Regression erhédlt man Stei-
gung a = 3.347-10'10@-m-K'1, Ordinatenabschnitt b =
-0.0839-10°@ m und Korrelation K = 0.9987. Beide
Funktionen reprasentieren die Daten mit massiger Genau-
igkeit. Fur Uberschlagsrechnungen genuigt die Proportio-
nalitat sicher. Die lineare Funktion reprasentiert die Wer-
te nur deshalb genauer, weil sie einen Parameter mehr

enthalt. Dieser zusatzliche Parameter lasst sich aber kaum
physikalisch begriinden. (Tragt man p vs. T doppelt log-
arithmisch auf, so scheinen die Daten tatsachlich auf ei-
ner Geraden zu liegen. Dies deutet auf ein Potenzgesetz
hin.)

Hinweis: In Ausgleichsrechungen der hier besprochenen
Art wird vorausgesetzt, dass der Fehler der unabhédngigen
Variable keine Rolle spielt. Ublicherweise nimmt man
deshalb die genauere Messgrosse als unabhédngige Varia-
ble (x). Sind beide Grossen ahnlich fehlerbehaftet, wie in
unseren Beispielen, so musste man das Regressionsver-
fahren modifizieren [2]. Im Laboralltag, und auf Gymna-
sialstufe sowieso, begniigt man sich aber meist mit
obigem, vereinfachten Verfahren.

5 Schlussfolgerungen

Die Bestimmung einer Proportionalitatskonstanten
nach der Methode der kleinsten Quadrate ist mit minima-
lem Aufwand durchfuhrbar. Die Herleitung der dazu be-
notigten Formel ist bereits auf tiefer Stufe moglich und
offnet das Tor zur linearen Regression. Die Regressions-
analyse ist ein wichtiges Hilfsmittel der modernen Natur-
wissenschaften, und die Schiiler haben ein Recht darauf,
dieses wichtige mathematische Werkzeug wenigstens an
einem Beispiel kennenzulenen.
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